Huvudansdkan, kandidatprogrammet i matematiska vetenskaper

Urvalsprov 8.5.2019 kl. 10.00-13.00

Skriv ditt namn och dina personuppgifter med tryckbokstéaver.

Skriv ditt namn med latinska bokstaver (abcd...), inte till exempel med kyrilliska bokstaver (a6ra...).
Om du inte har en finlandsk personbeteckning, skriver du istallet din fodelsetid.

Skriv dina personuppgifter pa alla provpapper

Efternamn
Fornamn (alla)
Personbeteckning
E-postadress
Telefon
Kontrollera med hjalp av sidnumren att du har fatt alla sidor.
Skriv din namnteckning i faltet nedan for att visa att du har kontrollerat ovan namnda saker.
Namnteckning

Om du vill att dina provsvar bedéms, lamna det nedanstaende faltet tomt.

Om du inte vill att dina provsvar bedéms, skriv féljande text i faltet nedan: "Jag vill inte att mina provsvar
bedoms". | detta fall far du noll poang i provet.

Att avsta fran
beddmning



Tekniska anteckningar: MATEM Sida: 2 (8)

Las noggrant igenom alla anvisningar

Kontrollera att ditt provkompendium utover titelbladet och anvisningarna (s. 1-2) innehaller
féljande sidor:

o provfragor och svarsfalt (s. 3-8)

o ett konceptpapper for egna anteckningar.

e Fragor besvaras pa pappret med fragor och svarsfalt.
e Kontrollera att du har skrivit ditt namn och din personbeteckning pa alla svarsblanketter.

e Skriv dina provsvar
o pafinska eller svenska. Svar som har skrivits pa andra sprak bedoms inte.
o péa provkompendiet. Skriv varje svar direkt under fragan. Vid behov kan du fortséatta vilket
som helst svar pa sid. 8.
o med blyertspenna och med tydlig handstil. Otydliga anteckningar beddéms enligt det
alternativet som ger minst poang.

e Skriv inte alternativa svar. Om du skriver alternativa svar, beaktas endast det svar som ger minst
poang.

e Du kan planera dina svar och skriva egna anteckningar pa konceptpappret. Anteckningarna pa
konceptpappret beaktas inte i bedomningen. Du har fatt ett konceptpappersark. Du kan fa mera
konceptpapper av évervakaren.

+ Placera ditt provmaterial sa att deltagare som sitter nara dig inte kan se dina svar och
anteckningar.

Poang

Urvalsprovet poangsatts pa skalan 0-50. Om det ges poang separat per uppgift, anges detta vid
uppgiften.

Litteraturen till urvalsprovet

Uppgifterna i urvalsprovet baserar sig pa gymnasiets langa larokurs i matematik (9 kurser, enligt
Grunderna foér gymnasiets laroplan 2015).

Nar du vill lamnain ditt prov

Kom ihag att skriva din namnteckning pa provkompendiets titelblad, samt ditt namn pa alla sidor dar
detta begars. Nar du gar for att lamna in provet, ta med alla dina saker fran din plats. Lamna in alla
papper, ocksa konceptpappret a&ven om du har lamnat vissa eller alla uppgifter obesvarade. Bevisa din
identitet nar du lamnar in provpappren. Overvakaren antecknar att du deltagit i provet samt lamnat in
provpappren i deltagarlistan. Overvakaren kan ge dig ett separat intyg over att du deltagit i provet om du
behover ett sadant.



Namn:

Tekniska anteckningar: MATEM Sida: 3 (8)
Personbeteckning:

Uppgift 1 (10 po&ng)
Los foljande ekvationer och olikheter.

(@) (x —1)(2 — 3x) = —4, (2 poang)
(b) e* = 2e7*, (2 poang)

(€) [2x — 1| > |x + 2|, (2 poang)

(d) sinCx + m) = cos (x + %), (2 poang)
() Inx —In(x + 1) > 1. (2 poéng)




Tekniska anteckningar: MATEM Sida: 4 (8)

Uppgift 2 (10 poang)

Bestam konstanten ¢ sa att det storsta vardet till funktionen f(x) = 2x3 — 24x + ¢ i intervallet
[1,3] &ar 12.



Namn:

Tekniska anteckningar: MATEM Sida: 5 (8)
Personbeteckning:

Uppgift 3 (10 poéng)

Tva kordor i en cirkel skar varandra. Skarningspunkten delar cirkelns korda i delar, vars langder
ar 9 cm och 10 cm, och den andra kordan i proportionen 2:5. Berdkna langden av den senare
kordan.



Tekniska anteckningar: MATEM Sida: 6 (8)

Uppgift 4 (10 poéng)

Bestam den integralfunktion F, som antar positiva varden, till funktionen f(x) = 12—5\/§ +2,x>0,
for vilken arean av det omrade som begréansas av integralfunktionens graf, linjerna x = 1 och
x = 4, samt x-axeln, ar 81.



Namn:

Tekniska anteckningar: MATEM Sida: 7 (8)
Personbeteckning:

Uppgift 5 (10 poang)

Slumpvariabeln X har en diskret likformig férdelning med vardeméangden {1,2, ..., n}, om dess
frekvensfunktion ar p, = P(X = k) = %ft‘)r allak €{1,2,..,n}.

(a) Harled vantevardet for den diskreta likformiga férdelningen. (5 poang)
(b) Ge ett exempel pa ett slumpforsok, som foljer den diskreta likformiga férdelningen. Ange
en slumpvariabel X som lampar sig for situationen och berakna dess vantevarde. (5

poang)






Helsingin yliopisto
Piaihaku, matemaattisten tieteiden kandiohjelma
Valintakoe 8.5.2019 klo 10.00-13.00 — Ratkaisut ja pisteytys

1. Ratkaise seuraavat yhtélot ja epdyhtilot.
@A x-D2-3x)=>-4,2p.)
(b) e* =27, (2p.)
©) Rx=11>x+2|,2p.)
(d) sin(x + ) = cos(x + 3), (2 p.)
() Inx—In(x+1)>1.2p.)

Ratkaisu.
(a) Epdyhtild (x — 1)(2 — 3x) > —4 on yhtipitivi epiyhtilén 3x*> — 5x —2 < 0
kanssa. Yhtilon 3x* — 5x — 2 = 0 ratkaisut ovat x = —% jax =2 (+1 p.). Koska
3x?> — 5x — 2 on ylospiin aukeava paraabeli, niin epdyhtilén 3x*> — 5x —2 < 0
ratkaisu on —% <x<2(+1p).

(b) e* =27 {=>(>) 2::%:exex:(ex)2:ezx(+lp.) — 2x=I2 < x=

2 (+1p.).
2

©) Rx=1]>x+2| &= Q2x-1?> (x+2) = 4x?-4x+1> X’ +4x+4 =
3x* — 8x—3 > 0 (+1 p.). Yhtiilon 3x* — 8x — 3 = 0 ratkaisut ovat x = —3 ja
x = 3, joten koska 3x*> — 8x — 3 on yldspiin aukeava paraabeli, niin epdyhtilon
3x* — 8x — 3 > O ratkaisu on x < —3 tai x > 3 (+1 p.).

(d) Koska sin(x + ) = cos(5 — (x + 7)) = cos(—3 — x) = cos(x + 7) (+1 p.), niin
yhtilon ratkaisuja ovat kaikki x € R (+1 p.).

(e) Koska In on aidosti kasvava funktio koko méidrittelyjoukossaan eli silloin kun
x > 0, niin Inx < In(x + 1) (+1 p.). Ndin ollen Inx — In(x + 1) < 0, joten
epdyhtdlolld In x — In(x + 1) > 1 ei ole ratkaisuja (+1 p.).

2. Maéiriti vakio c niin, ettd funktion f(x) = 2x* — 24x + ¢ suurin arvo vililld [1, 3] on
12.

Ratkaisu. Koska f on polynomifunktiona suljetulla vélilld [1, 3] jatkuva ja avoimella
vililld (1, 3) derivoituva, niin se saavuttaa vililld [1, 3] suurimman arvonsa derivaatan
nollakohdissa tai vilin p#itepisteissi. Funktion f derivaatta on f'(x) = 6x> — 24 =
6(x* — 4) (+1 p.), jonka nollakohdat ovat x = —2 ja x = 2. Néistd vain x = 2 on vililld
[1,3] (+1 p.). Jos funktion f suurin arvo saavutettaisiin derivaatan nollakohdassa x = 2,
niin
f2)=2-2"-24.24+c=-324+¢c=12 & c=44 (+1p)).

Tilloin olisi f(1) = 2- 13 —24 -1 +44 = 22 > 12, joten f ei voi saavuttaa suurinta
arvoaan 12 vililld [1, 3] derivaatan nollakohdassa x = 2 (+1 p.). Tutkitaan sitten vilin
[1, 3] alkupiste x = 1. Nyt

fH)=2-1-24-1+c=-2+c=12 & c=34 (+1p),
jolloin f(2) =2-2%-24-24+34 =2 < 12, mutta f(3) =2-3°-24-3+36 = 18 > 12 (+1
p.), joten f ei voi saavuttaa suurinta arvoaan 12 vilillad [1, 3] vilin alkupisteessd x = 1
(+1 p.). Tutkitaan vield vilin [1, 3] pditepiste x = 3. Nyt
f3)=2-3-24.34+c=-184¢c=12 & c=30 (+1p.),
jolloin f(1)=2-13-24-1+30=8<12ja f(2)=2-2%-24-2+30=-2< 12 (+1
p.). Néin ollen ¢ = 30 (+1 p.).



3. Ympyrin kaksi jannettd leikkaavat toisensa. Leikkauspiste jakaa ympyrin jdanteen
osiin, joiden pituudet ovat 9 cm ja 10 cm, ja toisen jénteen suhteessa 2:5. Laske
jalkimmadisen janteen pituus.

Ratkaisu. Jos el muuta oikein, niin kuvasta, jossa ndkyvit jinteet ja niiden osat sekid
pituudet ja suhteet, saa +2 p. (muuten nima pisteet tulevat joka tapauksessa). Nyt

9 5
Z -2 +3p) = 10x> =90 (+1 p.) &= «x
2x 10

Niistd kelpaa vain x = 3 (+1 p.), joten jdlkimmadisen jénteen pituuson 2 -3 +5 -3 =

6+15=21cm (+2p.).

=9 — x=+3 (+1p.).

4. Madrita funktion f(x) = % Vx + 2, x > 0, se integraalifunktio F, joka on arvoiltaan
positiivinen ja jonka kuvaajan, suorien x = 1 ja x = 4 seki x-akselin rajaaman alueen
pinta-ala on 81.

Ratkaisu. Nyt
15 15 2
F(x) = f(? ﬁ+2)dx =5 gx” +2x+C =57 +2x+C (+3p.),

joten
4
f (52 +2x+ C)dx= [ 27 + ¥+ Cx  (+2p.)
1 1

=247 442 4+ 4C-Q2+1+C) (+1p)
=2-16-2+16+3C-3 (+1p.)

4
=77+3C=81 < 3C=4 C:§ (+1 p.).
Siis 4
F(x) =527 +2x + 3 (+2 p.).

5. Satunnaismuuttujalla X on diskreetti tasajakauma arvojoukkonaan {1,2,...,n}, jos
sen pistetodennédkoisyydet ovat py = P(X = k) = % kaikillak € 1,2,...,n.
(a) Johda diskreetin tasajakauman odotusarvo. (5 pistettd)
(b) Anna esimerkki satunnaiskokeesta, joka noudattaa diskreettid tasajakaumaa. Esi-
td tilanteeseen sopiva satunnaismuuttuja X ja laske sen odotusarvo. (5 pistettd)

Ratkaisu.
(a) Odotusarvo on

_" _n l_ln 1 nn+1) n+1
E(X)_Zk-pk—Zk-;—;Zk—;- =5 (5p).
k=1 k=1 k=1

(b) Esimerkiksi yhden nopan heitto noudattaa diskreettid tasajakaumaa arvojouk-
konaan {1,2,3,4,5, 6} (+2 p.). Téll6in sopiva satunnaismuuttuja on

X = "nopanheiton tuloson k”, k=1,2,3,4,5,6, (+2p.),

ja kohdan (a) perusteella

6+1 7
EX) = 5 =3 =35 (+1p.).



