Paiahaku, matemaattisten tieteiden kandiohjelma

Valintakoe 8.5.2019 klo 10.00-13.00

Kirjoita henkil6- ja yhteystietosi tekstaamalla.
Kirjoita nimesi latinalaisilla kirjaimilla (abcd...), ala esimerkiksi kyrillisilla kirjaimilla (a6rg...).
Jos sinulla ei ole suomalaista henkilétunnusta, kirjoita sen asemesta syntymaaikasi.
Kirjoita henkilétiedot kaikille sivuille
Sukunimi
Kaikki etunimet
Henkilétunnus
Séahkdpostiosoite
Puhelinnumero
Tarkista sivunumeroiden avulla, ettd olet saanut kaikki sivut.
Kirjoita alla olevaan laatikkoon nimikirjoituksesi merkkina siita, etta olet tarkistanut edella mainitut asiat.
Nimikirjoitus

Jos haluat, etta tehtaviin kirjoittamasi vastaukset arvostellaan, jata alla oleva laatikko tyhjaksi.

Jos haluat, etta tehtaviin kirjoittamiasi vastauksia ei arvostella, kirjoita alla olevaan laatikkoon teksti
"Haluan, ettd vastauksiani ei arvostella". Tasséa tapauksessa saat vastauksistasi nolla pistetta.

Arvostelusta
luopuminen



Teknisia merkintdjé: MATEM Sivu: 2 (8)

Lue huolellisesti kaikki ohjeet 1&api

e Tarkista, etta saamassasi koenipussa on kansilehden ja ohjesivujen (sivut 1-2) liséksi:
o kysymys- ja vastausosio (sivut 3—8)
o Yyksi ruutupaperiarkki omia muistiinpanoja varten (konseptipaperi).

e Tehtévien vastaukset kirjoitetaan kysymys- ja vastausosioon.
e Tarkista, ettd olet kirjoittanut nimesi ja henkildtunnuksesi kaikkiin vastauslomakkeisiin.

o Kirjoita vastauksesi
o suomeksi tai ruotsiksi. Muilla kielilla kirjoitettuja vastauksia ei huomioida arvostelussa.
o koemonisteelle. Kirjoita kukin vastaus kyseisen kysymyksen alle. Voit tarvittaessa jatkaa
minka tahansa tehtdvan vastausta sivulle 8.
o lyijykynélld ja selvalla kasialalla. Arvostelija tulkitsee tulkinnanvaraiset merkinnét vahiten
pisteitd tuottavan vaihtoehdon mukaisesti.

o Ala kirjoita vaihtoehtoisia vastauksia. Jos kirjoitat vaihtoehtoisia vastauksia, arvostelussa
huomioidaan vain vastaus, josta saat vahiten pisteita.

¢ Voit luonnostella vastauksiasi ruutupaperille. Ruutupaperille tekemiasi merkintdja ei huomioida
arvostelussa. Olet saanut yhden arkin ruutupaperia. Voit tarvittaessa pyytaa lisda ruutupaperia
valvojalta.

+ Pida koemateriaalisi niin, etta lahellasi istuvat hakijat eivat pysty katsomaan vastauksiasi ja
merkintojasi.

Pisteyttaminen

Valintakoe pisteytetaan asteikolla 0-50. Tehtavakohtaiset pisteet on ilmoitettu kunkin tehtavan kohdalla.

Valintakoekirjallisuus

Valintakokeen tehtavat perustuvat lukion matematiikan pitkdan oppimaaraan (9 kurssia, lukion
opetussuunnitelman perusteet 2015 mukaisesti).

Kun aiot palauttaa koepaperit

Muista kirjoittaa koepaperinipun kansilehdelle allekirjoituksesi, seka nimesi kaikille pyydetyille sivuille.
Kun lahdet palauttamaan koepapereita, ota mukaasi kaikki tavarat istumapaikaltasi. Palauta kaikki
saamasi paperit, myos suttupaperit, vaikket olisikaan tehnyt joitakin tehtavia tai mitaan tehtavia. Todista
henkil6llisyytesi, kun palautat paperit. Kokeen valvoja merkitsee kokeeseen osallistumisen ja
koepapereiden palautuksen osallistujalistaan. Tarvittaessa saat kokeen valvojalta erillisen todistuksen
valintakokeeseen osallistumisesta.



Nimi:

Teknisia merkintdjaé: MATEM Sivu: 3 (8)
Henkilétunnus:

Tehtava 1 (10 pistetta)

Ratkaise seuraavat yhtalot ja epayhtalot.

(@) (x —1)(2 —3x) = —4, (2 pistettd)
(b) e* = 2e7%, (2 pistetta)

(©) 12x — 1| > |x + 2|, (2 pistettd)

(d) sin(x + ) = cos (x + g) (2 pistettd)
() Inx — In(x + 1) > 1. (2 pistettd)




Teknisia merkintdja: MATEM Sivu: 4 (8)

Tehtava 2 (10 pistetta)

Maéarita vakio c niin, etta funktion f(x) = 2x3 — 24x + ¢ suurin arvo valilla [1,3] on 12.



Nimi:

Teknisia merkintdjaé: MATEM Sivu: 5 (8)
Henkilétunnus:

Tehtava 3 (10 pistetta)

Ympyran kaksi jannetté leikkaavat toisensa. Leikkauspiste jakaa ympyran janteen osiin, joiden
pituudet ovat 9 cm ja 10 cm, ja toisen janteen suhteessa 2:5. Laske jalkimmaisen janteen
pituus.



Teknisia merkintdja: MATEM Sivu: 6 (8)
Tehtava 4 (10 pistetta)

Maarita funktion f(x) = 1?5\/5 + 2, x > 0, se integraalifunktio F, joka on arvoiltaan positiivinen ja
jonka kuvaajan, suorien x = 1 ja x = 4 seka x-akselin rajaaman alueen pinta-ala on 81.



Nimi:

Teknisia merkintdjaé: MATEM Sivu: 7 (8)
Henkilétunnus:

Tehtava 5 (10 pistetta)

Satunnaismuuttujalla X on diskreetti tasajakauma arvojoukkonaan {1,2, ...,n}, jos sen
pistetodennakoisyydet ovat p, = P(X = k) = % kaikilla k € {1,2, ..., n}.

(a) Johda diskreetin tasajakauman odotusarvo. (5 pistetta)
(b) Anna esimerkki satunnaiskokeesta, joka noudattaa diskreettia tasajakaumaa. Esita
tilanteeseen sopiva satunnaismuuttuja X ja laske sen odotusarvo. (5 pistetta)






Helsingin yliopisto
Piaihaku, matemaattisten tieteiden kandiohjelma
Valintakoe 8.5.2019 klo 10.00-13.00 — Ratkaisut ja pisteytys

1. Ratkaise seuraavat yhtélot ja epdyhtilot.
@A x-D2-3x)=>-4,2p.)
(b) e* =27, (2p.)
©) Rx=11>x+2|,2p.)
(d) sin(x + ) = cos(x + 3), (2 p.)
() Inx—In(x+1)>1.2p.)

Ratkaisu.
(a) Epdyhtild (x — 1)(2 — 3x) > —4 on yhtipitivi epiyhtilén 3x*> — 5x —2 < 0
kanssa. Yhtilon 3x* — 5x — 2 = 0 ratkaisut ovat x = —% jax =2 (+1 p.). Koska
3x?> — 5x — 2 on ylospiin aukeava paraabeli, niin epdyhtilén 3x*> — 5x —2 < 0
ratkaisu on —% <x<2(+1p).

(b) e* =27 {=>(>) 2::%:exex:(ex)2:ezx(+lp.) — 2x=I2 < x=

2 (+1p.).
2

©) Rx=1]>x+2| &= Q2x-1?> (x+2) = 4x?-4x+1> X’ +4x+4 =
3x* — 8x—3 > 0 (+1 p.). Yhtiilon 3x* — 8x — 3 = 0 ratkaisut ovat x = —3 ja
x = 3, joten koska 3x*> — 8x — 3 on yldspiin aukeava paraabeli, niin epdyhtilon
3x* — 8x — 3 > O ratkaisu on x < —3 tai x > 3 (+1 p.).

(d) Koska sin(x + ) = cos(5 — (x + 7)) = cos(—3 — x) = cos(x + 7) (+1 p.), niin
yhtilon ratkaisuja ovat kaikki x € R (+1 p.).

(e) Koska In on aidosti kasvava funktio koko méidrittelyjoukossaan eli silloin kun
x > 0, niin Inx < In(x + 1) (+1 p.). Ndin ollen Inx — In(x + 1) < 0, joten
epdyhtdlolld In x — In(x + 1) > 1 ei ole ratkaisuja (+1 p.).

2. Maéiriti vakio c niin, ettd funktion f(x) = 2x* — 24x + ¢ suurin arvo vililld [1, 3] on
12.

Ratkaisu. Koska f on polynomifunktiona suljetulla vélilld [1, 3] jatkuva ja avoimella
vililld (1, 3) derivoituva, niin se saavuttaa vililld [1, 3] suurimman arvonsa derivaatan
nollakohdissa tai vilin p#itepisteissi. Funktion f derivaatta on f'(x) = 6x> — 24 =
6(x* — 4) (+1 p.), jonka nollakohdat ovat x = —2 ja x = 2. Néistd vain x = 2 on vililld
[1,3] (+1 p.). Jos funktion f suurin arvo saavutettaisiin derivaatan nollakohdassa x = 2,
niin
f2)=2-2"-24.24+c=-324+¢c=12 & c=44 (+1p)).

Tilloin olisi f(1) = 2- 13 —24 -1 +44 = 22 > 12, joten f ei voi saavuttaa suurinta
arvoaan 12 vililld [1, 3] derivaatan nollakohdassa x = 2 (+1 p.). Tutkitaan sitten vilin
[1, 3] alkupiste x = 1. Nyt

fH)=2-1-24-1+c=-2+c=12 & c=34 (+1p),
jolloin f(2) =2-2%-24-24+34 =2 < 12, mutta f(3) =2-3°-24-3+36 = 18 > 12 (+1
p.), joten f ei voi saavuttaa suurinta arvoaan 12 vilillad [1, 3] vilin alkupisteessd x = 1
(+1 p.). Tutkitaan vield vilin [1, 3] pditepiste x = 3. Nyt
f3)=2-3-24.34+c=-184¢c=12 & c=30 (+1p.),
jolloin f(1)=2-13-24-1+30=8<12ja f(2)=2-2%-24-2+30=-2< 12 (+1
p.). Néin ollen ¢ = 30 (+1 p.).



3. Ympyrin kaksi jannettd leikkaavat toisensa. Leikkauspiste jakaa ympyrin jdanteen
osiin, joiden pituudet ovat 9 cm ja 10 cm, ja toisen jénteen suhteessa 2:5. Laske
jalkimmadisen janteen pituus.

Ratkaisu. Jos el muuta oikein, niin kuvasta, jossa ndkyvit jinteet ja niiden osat sekid
pituudet ja suhteet, saa +2 p. (muuten nima pisteet tulevat joka tapauksessa). Nyt

9 5
Z -2 +3p) = 10x> =90 (+1 p.) &= «x
2x 10

Niistd kelpaa vain x = 3 (+1 p.), joten jdlkimmadisen jénteen pituuson 2 -3 +5 -3 =

6+15=21cm (+2p.).

=9 — x=+3 (+1p.).

4. Madrita funktion f(x) = % Vx + 2, x > 0, se integraalifunktio F, joka on arvoiltaan
positiivinen ja jonka kuvaajan, suorien x = 1 ja x = 4 seki x-akselin rajaaman alueen
pinta-ala on 81.

Ratkaisu. Nyt
15 15 2
F(x) = f(? ﬁ+2)dx =5 gx” +2x+C =57 +2x+C (+3p.),

joten
4
f (52 +2x+ C)dx= [ 27 + ¥+ Cx  (+2p.)
1 1

=247 442 4+ 4C-Q2+1+C) (+1p)
=2-16-2+16+3C-3 (+1p.)

4
=77+3C=81 < 3C=4 C:§ (+1 p.).
Siis 4
F(x) =527 +2x + 3 (+2 p.).

5. Satunnaismuuttujalla X on diskreetti tasajakauma arvojoukkonaan {1,2,...,n}, jos
sen pistetodennédkoisyydet ovat py = P(X = k) = % kaikillak € 1,2,...,n.
(a) Johda diskreetin tasajakauman odotusarvo. (5 pistettd)
(b) Anna esimerkki satunnaiskokeesta, joka noudattaa diskreettid tasajakaumaa. Esi-
td tilanteeseen sopiva satunnaismuuttuja X ja laske sen odotusarvo. (5 pistettd)

Ratkaisu.
(a) Odotusarvo on

_" _n l_ln 1 nn+1) n+1
E(X)_Zk-pk—Zk-;—;Zk—;- =5 (5p).
k=1 k=1 k=1

(b) Esimerkiksi yhden nopan heitto noudattaa diskreettid tasajakaumaa arvojouk-
konaan {1,2,3,4,5, 6} (+2 p.). Téll6in sopiva satunnaismuuttuja on

X = "nopanheiton tuloson k”, k=1,2,3,4,5,6, (+2p.),

ja kohdan (a) perusteella

6+1 7
EX) = 5 =3 =35 (+1p.).



